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E X T E N D E D A B S T R A C T 

Introduction: Subwavelength layered metamaterials constitute one of the 

simplest platforms for engineering anisotropic electromagnetic responses. 

When the individual layer thicknesses are much smaller than the operating 

wavelength, the multilayer system can be represented by an effective 

anisotropic medium whose macroscopic parameters depend on the 

electromagnetic properties and relative fractions of its constituents (Rytov, 

1956; Yeh, 1988). Such effective-medium descriptions are widely employed 

in metamaterial and near-zero-index structures (Smith and Pendry, 2006). 

In practical fabrication, however, deviations in layer thickness inevitably 

modify the intended fill fraction and consequently alter the effective 

electromagnetic response. This issue is particularly important near critical 

conditions such as epsilon-near-zero (ENZ) states, where comparatively 

small structural variations may produce large relative changes in the designed 

parameters (Alù et al., 2007; Maas et al., 2013). The present study therefore 

develops an analytical framework for quantifying the sensitivity of effective 

permittivity, refractive index, and impedance to fill-fraction variations and for 

determining the allowable fabrication range associated with a prescribed 

electromagnetic tolerance. 

 

Methodology: A periodic two-component layered metamaterial is 

considered, with constituent permittivities ε₁ and ε₂ and corresponding layer 

thicknesses d₁ and d₂. The structural period is 

Λ = d1 + d2 
and the fill fraction of the first constituent is defined as 

f =
d1

Λ
 

Within the subwavelength effective-medium approximation, the effective 

permittivities parallel and perpendicular to the layers are 

ε∥(f) = fε1 + (1 − f)ε2 

ε⊥(f) = (
f

ε1
+

1 − f

ε2
)

−1

 

To describe fabrication errors, a small perturbation in the fill fraction is 

introduced as 

f → f + Δf,   |Δf| ≪ 1 

For a generic effective electromagnetic parameter P(f), its first-order 

variation is 

ΔP ≃
dP

df
Δf 

The derivative dP/df characterizes the absolute sensitivity, while the 

normalized relative sensitivity is defined by 
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Sr(f) =
1

P(f)

dP(f)

df
 

Accordingly, 
ΔP

P
≃ Sr(f)Δf 

If the admissible relative deviation of the effective parameter is limited to 

a prescribed value η, 

|
ΔP

P
| ≤ η 

the allowable fill-fraction deviation becomes 

|Δf| ≤
η

|Sr(f)|
 

This relation provides the basic analytical stability criterion used 

throughout the study. 

 

Results and Discussion: For the effective permittivity parallel to the layers, 

differentiation yields 
dε∥

df
= ε1 − ε2 

The absolute sensitivity is therefore finite and determined directly by the 

permittivity contrast between the constituent materials. However, the 

corresponding relative sensitivity is 

Sr,∥(f) =
ε1 − ε2

fε1 + (1 − f)ε2
 

A critical condition occurs when the effective parallel permittivity 

approaches zero. The corresponding ENZ fill fraction satisfies 

ε∥(f0) = 0 

which gives 

f0 =
−ε2

ε1 − ε2
 

Near this point, 

ε∥(f) ≃ (ε1 − ε2)(f − f0) 

and the relative sensitivity therefore behaves as 

Sr,∥(f) ≃
1

f − f0
 

This result demonstrates an important distinction between absolute and 

relative sensitivity. Although dε∥/df remains finite, the relative sensitivity can 

become extremely large as the nominal effective permittivity approaches 

zero. Thus, even a small fabrication-induced variation in fill fraction may 

correspond to a substantial fractional change in the intended response. 

For the perpendicular effective permittivity, the dependence on fill 

fraction is nonlinear. Introducing 

g(f) =
f

ε1
+

1 − f

ε2
 

where 

ε⊥ =
1

g(f)
 

Allows the derivative and normalized sensitivity to be obtained 

analytically. The resulting expressions similarly identify critical regions in 

which small variations of f are strongly amplified in the effective response. 

The same derivative-based procedure is applicable to the effective 

refractive index and impedance. Consequently, the effect of fill-fraction 

errors is not restricted to the permittivity tensor itself but can also propagate 

to other macroscopic electromagnetic quantities derived from it. 

The practical consequence follows directly from 

|Δf| ≤
η

|Sr(f)|
 

When |Sᵣ| is small, a relatively broad range of fill fractions can satisfy a 

prescribed performance tolerance. In contrast, as the normalized sensitivity 



increases, the allowable fabrication interval becomes progressively narrower. 

Hence, operation close to ENZ or other critical effective-parameter 

conditions can provide desirable electromagnetic functionality while 

simultaneously demanding higher fabrication accuracy. 

The analytical formulation therefore provides a direct means of comparing 

stable and sensitive operating regions without repeated numerical 

optimization. It also clarifies the role of material contrast: changing the 

constituent permittivities alters both the locations of critical fill fractions and 

the magnitude of the associated sensitivity functions. 

The framework is subject to the usual limitations of effective-medium 

theory. It is most appropriate when the layer thicknesses are deeply 

subwavelength. Outside this regime, finite-period effects, spatial dispersion, 

material loss, and interface imperfections may influence the quantitative 

response. Nevertheless, within the homogenization limit, the method provides 

a transparent analytical estimate of fabrication robustness. 

 

Conclusions: An analytical sensitivity and stability framework has been 

developed for two-component layered metamaterials in which the fill fraction 

serves as the principal structural control parameter. By differentiating the 

effective-medium relations, both absolute and relative sensitivities of the 

effective electromagnetic parameters can be determined directly. 

The analysis shows that relative sensitivity can increase dramatically near 

ENZ and related critical conditions even when the absolute derivative 

remains finite. In particular, near the zero of the parallel effective 

permittivity, the normalized sensitivity varies approximately as 

|Sr| ∼
1

|f − f0|
 

The resulting stability relation, 

|Δf| ≤
η

|Sr(f)|
 

provides a direct connection between a prescribed electromagnetic 

tolerance and the maximum permissible deviation in fill fraction. The 

proposed framework can therefore be used to identify robust operating 

regions, compare material combinations, and estimate fabrication tolerances 

without iterative optimization. Within the validity range of effective-medium 

theory, it offers a simple analytical tool for balancing desired electromagnetic 

functionality against structural sensitivity in layered metamaterial designs. 
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A B S T R A C T 

Subwavelength layered metamaterials are widely used platforms for 

engineering effective electromagnetic responses. In such structures, the 

effective permittivity along the directions parallel and perpendicular to the 

layers can be controlled by adjusting the fill fraction, enabling the tuning of 

the effective refractive index and impedance. Classical effective-medium 

relations for these systems are well established, the derivative behavior of 

these relations and the quantitative sensitivity of effective parameters to small 

variations in fill fraction have not been systematically addressed. 

In practical fabrication, unavoidable deviations in layer thickness directly 

translate into fill-fraction variations; the stability of the effective response 

depends on its functional dependence on this parameter. Within the 

subwavelength effective-medium regime, we derive analytical expressions 

for the derivatives of the effective permittivity with respect to fill fraction and 

extend the analysis to the refractive index and impedance. The results show 

that in certain parametric regions, particularly near the epsilon-near-zero 

condition, the effective response can become highly sensitive to small fill-

fraction changes. 

The main contribution of this work is a quantitative analytical formulation 

for estimating the allowable variation range of the fill fraction based on the 

permittivity contrast of the constituent materials. This framework enables the 

prediction of design stability without numerical optimization and provides a 

practical analytical tool for selecting suitable fill-fraction ranges and material 

contrasts in layered metamaterial design. 
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 چکیده 

 پاسخ  یمهندس  یبرا  موثر  یبسترها  نیترمتداول  از  یکی  موجطول  حدِ  رِیز  یاهیلا  فرامواد
  در   مؤثر  یگذرده  توانی م  ،یپرشدگ   کسر  میتنظ  با  ساختارها،  نیا  در  .ندیآی م  شمار  به  یسیالکترومغناط

  را   طیمح  امپدانس  و  شکست  بیضر  قیطر  نیا  از  و  کرد  کنترل  را  هاهیلا  بر  عمود  و  یمواز  یراستاها
  ن یا  با  اند؛شده   ارائه  متعدد  منابع  در  ییهاسامانه  نیچن  یبرا  مؤثر  طیمح  کیکلاس  روابط  .نمود  میتنظ
 کسر  کوچک  راتییتغ  به  نسبت  مؤثر  یپارامترها  تیحساس  زانیم  و  روابط  نیا  یمشتق  رفتار  حال

  رات ییتغ  ،یعمل  ساخت  ندیفرآ  در  که  آنجا   از   .است  شده  لیتحل  یکم    و  حیصر  صورتبه   کمتر  یپرشدگ
  نحوه   به  مؤثر  پاسخ  یداریپا  شود،ی م  منجر   یپرشدگ  کسر  در   رییتغ  به  ماًیمستق  هاه یلا  ضخامت  در  ریناگز

  حدِ   رِیز  میرژ  در  مؤثر  طیمح  مدل  از  استفاده  با  مقاله،  نیا  در  .دارد  ی بستگ  پارامتر  نیا  به   آن   یوابستگ
  به   جینتا  نیا  و  شودیم  استخراج  یپرشدگ  کسر  به  نسبت  مؤثر  ی ذردهگ  یلیتحل  مشتقات  موج،طول
  ی برخ  در  که  دهدیم  نشان  شدهانجام   لیتحل  .شودیم  داده  میتعم  امپدانس   و  شکست  بیضر  تیحساس
  به   نسبت   تواند ی م  مؤثر  پاسخ  صفر،  کینزد  ی گذرده  طی شرا  یگیهمسا  در  ژهیوبه   ، یپارامتر  ینواح
 تحلیلی  بندیصورت   یک  ارائه  در  کار  این  نوآوری  .شود  حساس  اریسب  یپرشدگ  کسر  کوچک  راتییتغ

  ؛ است  سازنده  مواد  گذردهی  اختلاف  اساس  بر  پرشدگی  کسر  مجاز  تغییر  دامنه  برآورد  برای  کم ی
 چارچوب  .شودمی  فراهم  عددی  سازیبهینه   به اتکا  بدون  طراحی  پایداری  بینیپیش  امکان  که  ایگونه به 
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 مقدمه
  ن یع  در   و  نیترساده   از  یکی  موجطول   حدِ  رِیز  یاهیلا   رامواد ف

 پاسخ   یمهندس  یبرا  موثر  یساختارها  نیپرکاربردتر  حال
 تکرار   با  ،یمعمار  نای  در  . [4–1]  هستند  یسیالکترومغناط

 از  ترکوچک  معنادار  طوربه  که  یتناوب  انتخاب  و  ماده  دو  متناوب
  ی اهیزلا یر  ساختار  کیتفک  به  قادر  یورود  موج   باشد،  موجطول

 کندیم  رفتار  مؤثر  همگن  ماده  کی  صورتبه  طیمح  و  ستین
  با  یمواز  یراستا  در  مؤثر  یگذرده  ب،یتقر  نیا  در  .[6و5و2و1]
 صورت به   هاهیلا   بر   عمود  یراستا  در  و  نیانگیم  صورتبه  هاهیلا 
 طور به  طیمح  جهینت  در  و  شودیم  فیتوص  کیهارمون  نیانگیم
 از  یاریبس  در  .[7و4–1]  بود   واهدخ  گردناهمسان  یع یطب

  ط یشرا تحقق تا گرفته یانیگراد یساختارها  یطراح  از کاربردها،
  یبرا  ی اصل  پارامتر  هاهیلا   یپرشدگ   کسر   صفر،   کینزد  یگذرده
  دو  ضخامت  نسبت  رتغیی  با  .[15–8]  است  یکیاپت  پاسخ  میتنظ
  شکست   بیضر  آن  تبع  به  و  مؤثر  یگذرده  مقدار  توانی م  ماده،

 م،یتنظ  یسادگ  نای  .[15–8و 4–1]  کرد   کنترل   را  امپدانس  و
 در  یاهیلا   یساختارها  از  گسترده   استفاده   یاصل  ل یدلا   از  یکی

 وجود  با  .[15–8و 2]  است  یو یکروویما  و  یکیاپت  یهایطراح
 ییهاسامانه   نیچن  یبرا  مؤثر  طیمح  کیکلاس  روابط  کهآن
 به   نسبت  روابط  نیا  یمشتق  ی وابستگ  اند،شده  شناخته  یخوببه

 قرار  توجه مورد مندنظام و یل یتحل صورتبه کمتر یپرشدگ کسر
 ی اصل  پرسش  ،یعمل  دگاهید  از   کهحالی  در  .[7–1]  است  گرفته
  یپرشدگ  کسر   از  مشخص  مقدار  ک ی  یبرا  که   ستین  ن یا  تنها
  مؤثر   پاسخ  که  است  ن یا  بلکه ؛شودیم  حاصل   یمؤثر پارامتر  چه
 است  حساس   پارامتر   ن یا  کوچک  راتییتغ  به   نسبت  اندازه  چه  تا
  برابر  در  یطراح   یداریپا  با  ماًیمستق  مسئله  نای  .[19–16]

  ساخت   یندهایفرآ  در  .[19–16]  است  مرتبط  ساخت  یخطاها
  ت یمحدود  با  همواره  هیلا   هر  ضخامت  قیدق  کنترل  ،یواقع 

 ها هلای  ضخامت  در  انحراف  هرگونه  .[19–16]  است  همراه
 نیبنابرا  و  شودیم  منجر  یپرشدگ  کسر  در  رییتغ  به  ماًیمستق

  اگر  .[19–16]  کندیم  جاجابه  را  شدهیطراح  مؤثر  یپارامترها
 باشد،  میملا  یپرشدگ  کسر  به   مؤثر  یپارامترها  وابستگی

 نای  اگر  اما  .[19–16]  است  برخوردار   ینسب   یداریپا  از  یطراح
  ی حت   ؛باشد  یرخطیغ  و  تند  یپارامتر  ینواح  یبرخ   در  یوابستگ

  در   بزرگ  راتییتغ  به  تواندیم  یپرشدگ  کسر  در  کوچک  راتییتغ
 را  انتظار  مورد  عملکرد  و  شود  منجر  شکست  بیضر  ای  یگذرده
 ی گیهمسا  در  ژهیوبه   موضوع  نیا  .[19–16و10]  کند  مختل
–11] کندیم دایپ یشتریب تی اهم صفر کینزد یگذرده طیشرا

 رفتار  توانندیم  مؤثر  طیمح  روابط  ه،یناح  نای  در  .[14
  کسر   به  نسبت  پاسخ  تیحساس  و  دهند  نشان  یتر یرخطیغ

 که   یا ینواح  ییشناسا  نبنابرای  .[14–11]  ابدی  شیافزا  یپرشدگ
  ت یتقو  یپرشدگ  کسر  راتییتغ   به  نسبت  مؤثر  پاسخ  هاآن  در
–11]  است  یضرور   یطراح  یدار یپا  یاب یارز  یبرا  شود،یم

 . [19–16و 14
  حدِ  رِ یز  میرژ  در   مؤثر   طی مح  مدل   بر   ه یتک  با   مقاله،  ن یا  در
  ی پرشدگ  کسر  به   مؤثر  یگذرده  یلیتحل  یوابستگ  موج،طول
  گردد یم  استخراج  روابط  نیا  حیصر  مشتقات  و  شودیم  یبررس

 و   شکست  بیضر  تیحساس  به  جینتا  نای  سپس  .[7–1]
 کسر  کوچک  راتییتغ  ریتأث  تا  شودیم  داده  میتعم  امپدانس

  ارائه   کار  نای  هدف  .[7–1]  شود   انیب  یکم   صورتبه  یشدگپر
  کسر   مجاز  رییتغ  دامنه  برآورد  یبرا  ساده  یل یتحل  چارچوب  کی

 است،   سازنده  مواد  یگذرده  اختلاف  اساس   بر  یپرشدگ
 به  اتکا  بدون  یطراح   یداریپا  یابیارز  امکان  که  یاگونه به

  .[19–16و7–1] گردد فراهم نیسنگ یعدد محاسبات
 ی معرف  آن  اعتبار  فروض  و  مؤثر   طیمح  مدل   ابتدا  ادامه،   در

  ی پرشدگ  کسر  به  نسبت  مشتقی  روابط  سپس  .[7–1]  شودیم
 جینتا  اساس   بر  ان،پای  در  .[7–1]  گرددیم  لیتحل  و  استخراج

 یپرشدگ  کسر  مناسب  بازه  انتخاب  یبرا  ییارهایمع  آمده،دستبه
  در  ساخت یخطا ابربر در یداریپا نظر از یطراح تا شودیم ارائه
 . [19–16] ردیگ قرار یترمطلوب تی وضع

 

 ايلایه فرامواد در پرشدگی کسر یتحلیل  چارچوب

  حدِ   زیرِ  ايلایه   ساختار  براي   مؤثر  محیط  روابط.  1

 موجطول

  با   همگن  ماده  دو  شامل  متناوب  ایلایه  ساختار  یک
 .شودمی  گرفته  نظر  در  𝜀2  و  𝜀1  الکتریکی  هایگذردهی
 با  است برابر تناوب دوره و 𝑑2 و 𝑑1  ترتیببه هالایه ضخامت

(1)                                Λ = 𝑑1 + 𝑑2 

 :شودمی تعریف زیر صورتبه  اول ماده  پرشدگی کسر

(2)                                         𝑓 =
𝑑1
Λ

 

Λ  که  زمانی  یعنی  موج،زیرطول  حد  در ≪ 𝜆،   ساختار  
  گرد ناهمسان  مؤثر  محیط  یک  صورتبه  توانمی  را  ایلایه

  با   موازی  راستای  در   مؤثر   گذردهی  حالت،  این   در  .کرد  توصیف
 با است برابر هالایه

(3 )             𝜀∥(𝑓) = 𝑓𝜀1 + (1 − 𝑓)𝜀2 

 زیر  صورتبه  هالایه   بر  عمود  راستای  در  مؤثر  گذردهی  و
 :شودمی نوشته

(4  )                 𝜀⊥(𝑓) = (
𝑓

𝜀1
+

1−𝑓

𝜀2
)−1 

 خواهند  ادامه   در  حساسیت  تحلیل  مبنای  (4)  و  (3)  روابط
 .بود
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 پرشدگی  کسر در  کوچک تغییرات تعریف. 2

 کسر  در  کوچک  تغییر  ساخت،  خطاهای  اثر  بررسی  برای
 :شودمی گرفته نظر در زیر صورتبه پرشدگی

(5                             )𝑓   ⟶   𝑓 + Δ𝑓 
∣  آن  در  که Δ𝑓 ∣≪  کلی   مؤثر   پارامتر   نتیجه  در  .1

𝜀eff(𝑓) کندمی  تغییر نیز : 
(6                     )𝜀eff(𝑓 + Δ𝑓) = 𝜀eff(𝑓) + Δ𝜀eff       

 :داریم اول مرتبه  تا تیلور بسط با

(7          )Δ𝜀eff =
𝑑𝜀eff

𝑑𝑓
 Δ𝑓 + 𝒪(Δ𝑓2) 

 .شودمی  گرفته نظر در اول مرتبه  جمله تنها ادامه، در

 

 نسبی و مطلق حساسیت تعریف. 3

  نوع   دو  پرشدگی،  کسر  به   مؤثر  پارامتر  وابستگی  توصیف  برای
 : شودمی تعریف حساسیت

 مطلق  حساسیت .3-1

  کسر   به  نسبت  مؤثر   پارامتر  مشتق   صورتبه  مطلق  حساسیت
 : شودمی تعریف پرشدگی

(8)                                𝑆𝑎(𝑓) =
𝑑𝜀eff

𝑑𝑓
 

 مقدار   چه  𝑓  در  کوچک  تغییر   که  دهدمی  نشان  کمیت  این
 . کندمی ایجاد 𝜀eff  در مستقیم تغییر

 نسبی  حساسیت .3-2

  .دارد  بیشتری  اهمیت  مؤثر  پارامتر  نسبی  تغییر  عملی،  طراحی  در
 :شودمی تعریف زیر صورتبه  نسبی حساسیت بنابراین

(9 )                          𝑆𝑟(𝑓) =
1

𝜀eff

𝑑𝜀eff

𝑑𝑓
 

  مؤثر  پارامتر  نسبی  تغییر  ،(9)   و  (7)  روابط  از  استفاده  با
 :شودمی  نوشته زیر شکلبه

(10 )                       Δ𝜀eff

𝜀eff
= 𝑆𝑟(𝑓) Δ𝑓 

  مؤثر   پارامتر  نسبی  تغییر  که  دهدمی  نشان  رابطه  این
 . است پرشدگی کسر  تغییر و نسبی حساسیت با متناسب

 

 طراحی  پایداري معیار. 4

  𝜂  برابر   مؤثر   پارامتر  نسبی  تغییر  مجاز  ۀ بیشینکه    شودمی  فرض
 :شودمی  نوشته زیر صورتبه طراحی شرط صورت این در .باشد

(11 )                                ∣
Δ𝜀eff

𝜀eff
∣≤ 𝜂 

 داریم:  (11) رابطه در (10) رابطه گذاریجای با
(12 )                   ∣ 𝑆𝑟(𝑓) ∣   ∣ Δ𝑓 ∣≤ 𝜂 

 با است برابر پرشدگی کسر  مجاز تغییر دامنه نتیجه، در

(13  )                           ∣ Δ𝑓 ∣≤
𝜂

∣𝑆𝑟(𝑓)∣ 

 . است   مقاله  این  در  طراحی  پایداری  اصلی  معیار  (13)  ۀرابط
∣  مقدار  هرچه 𝑆𝑟(𝑓)   |Δ𝑓|  مجاز  مقدار  باشد،  تربزرگ  ∣

  تر حساس   ساخت  خطاهای  به  نسبت  ساختار  و  شودمی  ترکوچک
 .بود خواهد

 

 عمود و موازي هايمؤلفه براي حساسیت تحلیل

 در   شدهارائه  مؤثر  محیط  روابط  از  استفاده  با  بخش،  این  در
 مؤثر  گذردهیۀ  مؤلف  دو  نسبی  و  مطلق  حساسیت  ،قبل  بخش
 . شودمی محاسبه پرشدگی  کسر به نسبت

 

 ها لایه  با موازي  راستاي در حساسیت . 1

  با  موازی  راستای  در  مؤثر   گذردهی  (،3)  ۀرابط  از  استفاده  با
 : نوشت زیر صورتبه توانمی را هالایه

(14         ): 𝜀∥(𝑓) = 𝜀2 + 𝑓(𝜀1 − 𝜀2) 

 مطلق  حساسیت. 1-1

 با است برابر 𝑓  به نسبت (14) ۀرابط مشتق

(15)                           𝑑𝜀∥

𝑑𝑓
= 𝜀1 − 𝜀2 

  کسر   از  مستقل   موازیۀ  مؤلف  مطلق  حساسیت  بنابراین
 .دارد بستگی ماده دو گذردهی اختلاف به فقط و است پرشدگی

 نسبی  حساسیت. 1-2

ۀ مؤلف  برای   (،9)ۀ  رابط  در  نسبی  حساسیت  تعریف  از  استفاده  با
 :داریم موازی

(16                   )𝑆𝑟,∥(𝑓) =
1

𝜀∥

𝑑𝜀∥

𝑑𝑓
 

 :شودمی نتیجه (،16)ۀ رابط در (14)ۀ رابط گذاریجای با

(17  )                 𝑆𝑟,∥(𝑓) =
𝜀1−𝜀2

𝑓𝜀1+(1−𝑓)𝜀2
 

ۀ  مؤلف  مطلق  حساسیت  اگرچه  که  دهدمی  نشان   (17)ۀ  رابط
 خودگذردهی   مقدار  به  آن  نسبی  حساسیت  است،  ثابت  موازی
  کوچک   (17)ۀ  رابط  مخرج  هرگاه   بنابراین  .دارد  بستگی  مؤثر
 .یابدمی افزایش نسبی حساسیت شود،

 

 هالایه  بر عمود  راستاي  در مؤثر گذردهی حساسیت . 2

 ( 4)ۀ  رابط  گیری،مشتق  سازیساده   منظوربه   عمود،ۀ  مؤلف  برای
 : نویسیممی زیر صورتبه را

(18)                𝐴(𝑓) =
𝑓

𝜀1
+

1−𝑓

𝜀2
, 𝜀⊥(𝑓) = 𝐴−1(𝑓)   

 مطلق  حساسیت. 2-1

 :داریم ،𝑓  به نسبت  (18)ۀ رابط از گیریمشتق  با

(19 )                             𝑑𝜀⊥

𝑑𝑓
= −

1
𝐴2

𝑑𝐴

𝑑𝑓
 

 دیگر، طرف از

(20 )                              
𝑑𝐴

𝑑𝑓
=

1
𝜀1

−
1

𝜀2
 

 :بنابراین

(21 )                   
𝑑𝜀⊥

𝑑𝑓
= −

1
𝐴2 (

1
𝜀1

−
1

𝜀2
) 

⊥𝜀  که آنجا از = 𝐴−1، داریم 𝐴−2 = 𝜀⊥
 :پس .2
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(22  )                  
𝑑𝜀⊥

𝑑𝑓
= −𝜀⊥

2 (
1

𝜀1
−

1
𝜀2

) 

 نسبی  حساسیت .2-2

  برابر  عمودۀ مؤلف نسبی حساسیت (،9)ۀ رابط تعریف از استفاده با
 :با است

(23  )                      𝑆𝑟,⊥(𝑓) =
1

𝜀⊥

𝑑𝜀⊥

𝑑𝑓
 

 :شودمی نتیجه (،23)ۀ رابط در (22)ۀ رابط گذاریجای با

(24  )            𝑆𝑟,⊥(𝑓) = −𝜀⊥(
1

𝜀1
−

1
𝜀2

) 
 عمود،ۀ  مؤلف  نسبی  حساسیت  که  دهدمی  نشان  (24)ۀ  رابط
 .است  متناسب  ⊥𝜀  مقدار  با  مستقیماً  موازی،ۀ  مؤلف  برخلاف
 نیز   نسبی  حساسیت  شود،  بزرگ  عمود  مؤثر  مقدار  اگر  بنابراین
 .یابدمی افزایش

 تابعی  رفتار تحلیل. 2-3

  گذردهی   ها،لایه  بر  عمود  راستای  در  تابعی  رفتار  بررسی  برای
 تشکیل  گذردهی  دو  هارمونیک  میانگین  معکوس   از  مؤثر

⊥𝜀  (،18)  رابطه  از  استفاده  با  .شودمی
eff(𝑓) =

1
𝐴(𝑓)

 ؛ بود  خواهد  

  به  بلکه  ؛𝜀2  و  𝜀1  مقدار  به  تنهانه   مؤلفه  این  رفتار  بنابراین
  به  𝐴(𝑓)  هرگاه  .است  وابسته  نیز  𝐴(𝑓)  مخرج  شدن  کوچک
⊥𝜀  شود،  نزدیک  صفر

eff  شدت به  توانندمی  متناظر  حساسیت  و  
 .یابند افزایش

 و   متناهی  حقیقی،  هایگذردهی  با  آلایده   مدل   در
1)  و  𝑓/𝜀1  جمله  دو  علامت،هم − 𝑓)/𝜀2  و  اندعلامتهم 

0  بازه   در  𝐴(𝑓)  بنابراین < 𝑓 <  نتیجه،  در  .شودنمی  صفر  1
  اگر  اما  .دهدنمی  رخ  حالت  این  در  عمود  مؤلفه  واقعی  واگرایی
  شدن   صفر  امکان  باشند،  علامتناهم  ماده  دو  هایگذردهی

𝐴(𝑓)  صورت  آن   در   و  دارد   وجود  𝜀⊥
eff  این   .شودمی  واگرا  

 نزدیکی  در  عمود  مؤلفه  شدیدتر  حساسیت  اصلی  منشأ  تفاوت،
 .است بحرانی نقاط

 

   مولفه دو رفتار مقایسه. 3

 گذردهیۀ  مؤلف  دو  که  دهندمی  نشان  (24)  و  (17)  روابط  نتایج
 با   موازی  راستای  در  .ندارند  یکسانی  حساسیتی  رفتار  مؤثر
  زمانی   نسبی  حساسیت  و  است  ثابت  مطلق  حساسیت  ها،لایه

  بر   عمود  راستای  در  .شود  کوچک  ∥𝜀  مقدار  که  یابدمی  افزایش
 نسبی  حساسیت  مؤثر،ۀ  رابط  هارمونیک  ساختار  دلیلبه  ها،لایه
 .شودمی کنترل ⊥𝜀  مقدار با

 ساختار   پایداری  ای،لایه  هایفراماده   طراحی  در  بنابراین
 راستای  به  بلکه  ؛نیست  وابسته  ماده  دو  گذردهی  اختلاف  به  تنها

  بستگی  نیز   مؤثر   گیریمیانگین  نوع   و  هالایه  به   نسبت   میدان
  به   نزدیک  نواحی  بررسی  برای  بعد  بخش  در  تفاوت  این  .دارد
 .شودمی  استفاده بالا  حساسیت با نواحی و صفر

 بالا  حساسیت با  نواحی و صفر نزدیک رفتار

  بررسی   اینواحی  در  نسبی  حساسیت  رفتار  بخش،  این  در
  یا   شودمی  نزدیک  صفر  مقدار  به  مؤثر  گذردهی  که  شودمی
  تکرار   بخش،  این  هدف  .گرددمی  تکین  رفتار  دچار  مؤثرۀ  رابط
  تحلیل   بلکه  ؛نیست  حساسیت  تعریف   یا  مؤثر  محیط  روابط

 حساس  نواحی  برای  3  بخش  در  آمدهدستبه  روابط  پیامدهای
 . است طراحی

 
  موازيۀ  مؤلف در صفر  نزدیک رفتار. 1

  مؤثر   گذردهی  شدن  صفر   نزدیک  شرط   موازی،ۀ  مؤلف  برای
 :شودمی  نوشته زیر صورتبه
(25  )                               𝜀∥(𝑓0) = 0 

 :داریم (،14)ۀ رابط از استفاده با
(26    )              𝜀2 + 𝑓0(𝜀1 − 𝜀2) = 0 

  برابر  صفر  گذردهی  با  متناظر  پرشدگی  کسر  مقدار  نتیجه،  در
 :با است

(27   )                             𝑓0 = −
𝜀2

𝜀1−𝜀2
 

 در  که  است  دسترس   قابل  فیزیکی  نظر  از  زمانی  تنها  مقدار  این
 ۀباز
(28    )                             0 < 𝑓0 < 1 

 موازیۀ مؤلف در  صفر   نزدیک  حالت  وقوع  بنابراین   . گیرد  قرار
 علامت  با  هاییگذردهی  دارای  ماده   دو  که  است  آن  نیازمند
  مقدار   این  نزدیکی  در  پرشدگی  کسر   اگر  اکنون  .باشند  مخالف

 : نوشت توانمی  گیرد، قرار
(29  )            𝑓 = 𝑓0 + 𝛿𝑓, ∣ 𝛿𝑓 ∣≪ 1 

 :داریم 𝑓0 نزدیکی در (،14)ۀ رابط از استفاده با
(30    )                    𝜀∥(𝑓0 + 𝛿𝑓) = (𝜀1 − 𝜀2)𝛿𝑓        

  ( 17)ۀ  رابط  در  موازیۀ  مؤلف  نسبی  حساسیت  دیگر،  طرف  از
 :شودمی نتیجه ،𝑓0  نزدیکی در  بنابراین .آمد دستبه

(31  )                    𝑆𝑟,∥(𝑓0 + 𝛿𝑓) =
1

𝛿𝑓
 

 :معادل صورتبه  یا

(32  )                           𝑆𝑟,∥(𝑓) ∼
1

𝑓−𝑓0
 

  پرشدگی  کسر  شدن  نزدیک  با  که  دهدمی   نشان   رابطه  این
 افزایش   شدتبه   موازیۀ  مؤلف   نسبی  حساسیت  ،𝑓0  مقدار  به
  تنظیم   نظر  از  صفر  گذردهی  به  نزدیکۀ  ناحی  نتیجه،  در  .یابدمی

  به   نسبت  ساخت  پایداری  نظر  از   اما  ؛است  جذاب  مؤثر   پاسخ
 .بود خواهد حساس  بسیار پرشدگی کسر در کوچک خطاهای

 

 عمود ۀ مؤلف در تکین رفتار. 2

  هارمونیک   میانگین   اساس   بر  مؤثر  گذردهی  عمود،ۀ  مؤلف  برای
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 مخرج  که  دهدمی  رخ  زمانی  تکین   رفتار  بنابراین  .شودمی  تعیین
 :نوشت زیر صورتبه توانمی را شرط  این .شود صفر (4)ۀ رابط

(33    )                       𝑓∞

𝜀1
+

1−𝑓∞

𝜀2
= 0 

 :شودمی نتیجه بالا ۀ رابط از

(34  )                                𝑓∞ =
𝜀1

𝜀1−𝜀2
 

 ای لایه  ساختار  در  فیزیکی  نظر   از  زمانی   تنها  نیز   مقدار   این
 که  است تحقق قابل

(35  )                              0 < 𝑓∞ < 1 
 نزدیکی  در  مؤثر  گذردهی  عمودۀ  مؤلف  حالتی،  چنین  در  .باشد
𝑓∞  بررسی   برای  .کند  میل  بزرگ  بسیار  مقادیر  به  تواندمی 

 :نویسیممی ناحیه، این در حساسیت
(36     )         𝑓 = 𝑓∞ + 𝛿𝑓, ∣ 𝛿𝑓 ∣≪ 1 

 :داریم ∞𝑓 نزدیکی در (،18)ۀ رابط در 𝐴(𝑓) تعریف با

(37    )      𝐴(𝑓∞ + 𝛿𝑓) = (
1

𝜀1
−

1
𝜀2

)𝛿𝑓 
⊥𝜀  که  آنجا  از = 𝐴−1،  صورتبه  ناحیه  این  در  عمودۀ  مؤلف 
 : کندمی رفتار زیر

(38  )                   𝜀⊥(𝑓∞ + 𝛿𝑓) = [(
1

𝜀1
−

1
𝜀2

)𝛿𝑓]−1     

ۀ  رابط  یعنی  عمود، ۀ  مؤلف  نسبی   حساسیتۀ  رابط  از   استفاده   با
 : شودمی نتیجه (،24)

(39 )                𝑆𝑟,⊥(𝑓∞ + 𝛿𝑓) = −
1

𝛿𝑓
 

 :بنابراین

(40 )                    ∣ 𝑆𝑟,⊥(𝑓) ∣∼
1

∣𝑓−𝑓∞∣
 

ۀ  مؤلف  تکینۀ  نقط  نزدیکی  در  که  دهدمی  نشان   نتیجه  این
 توانندمی  پرشدگی  کسر  در  کوچک  بسیار  خطاهای  عمود،

 .کنند ایجاد  مؤثر پاسخ در بزرگی تغییرات

 
 طراحی پیام و حدي نتایج بنديجمع . 3

ۀ  ناحی  نوع  دو  که  دهندمی  نشان  2-4  و  1-4  یهابخش  نتایج
 : دارد وجود ایلایه هایفراماده در حساس 

𝜀∥(𝑓0) آن  در  که  ایناحیه  نخست، =  نسبی   حساسیت  و  0
 .شودمی  واگرا (32)ۀ رابط مطابق موازیۀ مؤلف

ۀ  مؤلف  هارمونیک ۀ  رابط  مخرج   آن   در  که  ایناحیه  دوم،
ۀ  رابط  مطابق  عمودۀ  مؤلف  نسبی  حساسیت  و  شودمی   صفر   عمود

 . کندمی پیدا شدیدی افزایش (40)

 : است زیر صورتبه حساسیت غالب رفتار حالت، دو هر در

(41  )                      ∣ 𝑆𝑟(𝑓) ∣∼
1

∣𝑓−𝑓∗∣
 

  بنابراین   .باشد  ∞𝑓  یا  𝑓0ۀ  دهندنشان  تواندمی  ∗𝑓  آن  در  که
 در  مجاز  خطایۀ  بیشین  تکین،  یا  صفرۀ  ناحی  به  شدن  نزدیک  با

ۀ  رابط  پایداری  معیار  از  استفاده  با  .یابدمی  کاهش  پرشدگی  کسر
 :  نوشت توانمی (،13)

(42  )            ∣ Δ𝑓 ∣max∼ 𝜂 ∣ 𝑓 − 𝑓∗ ∣ 
 حساسۀ  نقط  به  طراحی  هرچه  که  کندمی   بیان  (42)ۀ  رابط
  کاهش   خطی  صورتبه  ساخت  مجاز  تلرانس  شود،  ترنزدیک

 پاسخ  با   نواحی  یا   صفر  نزدیک  نواحی  از  استفاده   بنابراین  .یابدمی
  است،  مفید  مؤثر   پارامترهای  کنترل   نظر   از  اگرچه  بزرگ،  بسیار
  پرشدگی   کسر  تردقیق  کنترل  و  بالاتر  ساخت  دقت  نیازمند
 .بود خواهد

 دو   در  بحرانی  نواحی  ریاضی  منشأ  که  است  آن  مهم  نکته
  رابطه   موازی،  راستای  در  .نیست  یکسان  عمود  و  موازی  راستای
 افزایش  بنابراین  .است  خطی  حسابی  میانگین   یک  مؤثر  محیط
∥𝜀  خود  که  دهدمی  رخ  زمانی  نسبی  حساسیت  شدید

eff  صفر   به  
 و   متناهی  حقیقی،  هایگذردهی  برای  رو  این  از  .شود  نزدیک

0  بازه  در  حسابی   میانگین  چون  علامت،هم < 𝑓 <  صفر  1
  در   .گرددنمی  ظاهر  موازی  مؤلفه  در  واقعی  تکینگی  شود،نمی

  دست   به   هارمونیک  میانگین  معکوس   از  عمود   مؤلفه  مقابل،
 هارمونیک  مخرج  شدن  کوچک  با  آن  بحرانی  ناحیه  و  آیدمی

𝐴(𝑓) = 𝑓/𝜀1 + (1 − 𝑓)/𝜀2  صفر  با  نه  شود،می  کنترل  
⊥𝜀  خود  مستقیم  شدن

eff.  شدن   نزدیک  عمود،  مؤلفه  در  بنابراین  
𝐴(𝑓)  شدید  افزایش  به  تواندمی   صفر   به  𝜀⊥

eff  حساسیت  و 
  با   آلایده   مدل   در  حال،  این  با  . شود  منجر  متناظر  نسبی

  بازه   در  نیز  𝐴(𝑓)  علامت،هم  و  متناهی  حقیقی،  هایگذردهی
  در   .دهدنمی  رخ  واقعی  واگرایی  و  شودنمی  صفر  فیزیکی
 این  پاشنده،  شدیداً  یا  اتلافی  مختلط،  علامت،ناهم  هایمحیط

  پاسخ   در  محدود  اما  بزرگ  ای قله  به  معمولًا  آلایده  تکینگی
 .شودمی  تبدیل نسبی حساسیت و مؤثر
 

   طراحی پیامدهاي و عددي تحلیل

 های بخش  در  آمدهدستبه  تحلیلی  روابط  رفتار  بخش،  این  در
  دادن   نشان   هدف،  .شودمی  بررسی  عددیۀ  نمون  چند   برای  قبل

  کسر  فضای  در  حساس   نواحی  و   پایدار  نواحی  میان  تفاوت
 های مؤلفه  نسبی  حساسیت  محاسبات،  تمام  در  .است  پرشدگی
 خطایۀ  بیشین  و  (24)  و  (17)  روابط  از  ترتیببه   عمود  و  موازی
 . آیدمی دستبه (13)ۀ رابط پایداری معیار از پرشدگی کسر مجاز

 
  علامتهم هايگذردهی اول:ۀ نمون :A سناریوي. 1

  دارای  ماده  دو  هر   که  شودمی  گرفته  نظر  در  حالتی  ابتدا
 :  باشند مثبت گذردهی

(34 )                          𝜀1 = 12, 𝜀2 = 2 

0ۀ  باز  در  عمود  و  موازی  مؤثر  گذردهی  حالت،  این  در ≤

𝑓 ≤   یا   صفرۀ  نقط  هیچ  بنابراین  .دارند  مثبت و  محدود  مقادیر   1
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 .شودنمی ظاهر پرشدگی کسرۀ باز در فیزیکی تکین

  حساسیت   (،17)ۀ  رابط  از  استفاده  با  موازی،ۀ  مؤلف  برای
 : آیدمی دستبه  زیر صورتبه نسبی

(44     )                     𝑆𝑟,∥(𝑓) =
10

2+10𝑓
 

  با  موازیۀ  مؤلف  نسبی  حساسیت  که  دهدمی نشان  رابطه  این
 تربزرگ  مقادیر  در  ساختار  بنابراین   .یابدمی  کاهش  𝑓  افزایش
 پایدارتر   ساخت  کوچک  خطاهای  به   نسبت  پرشدگی  کسر
 .شودمی

 نسبی   حساسیت  (،24)ۀ  رابط  از  استفاده   با  عمود، ۀ  مؤلف  برای
 با  است برابر

(45 )                    𝑆𝑟,⊥(𝑓) =
5
12

𝜀⊥(𝑓) 

 پرشدگی   کسرۀ  باز  کل  در  𝜀⊥(𝑓)  نمونه،  این  در  که  آنجا  از
 رفتار  نیز  عمودۀ  مؤلف  نسبی  حساسیت  ماند،می  باقی  محدود
 برابر  مؤثر پارامتر نسبی تغییر مجاز مقدار  اگر .ندارد واگرا

(46 )                                   𝜂 = 0.05 

ۀ  رابط  از   پرشدگی  کسر   مجاز  خطای ۀ  بیشین  شود،  گرفته   نظر   در
 :داریم موازیۀ مؤلف برای .شودمی محاسبه (13)
(47 )                    ∣ Δ𝑓 ∣max ,∥ (𝑓) = 0.01 + 0.05𝑓      

 مجاز  تلرانس  نمونه،   این  در  که  دهدمی  نشان  (47)ۀ  رابط
  مؤثر   پاسخ  بنابراین   .یابدمی  افزایش  𝑓  افزایش   با   پرشدگی  کسر
𝑓  نزدیکی  در =   𝑓  تربزرگ  مقادیر  در  و  است  ترحساس   0

 .دارد بیشتری پایداری

  کسر   مجاز  خطایۀ  بیشین  و  نسبی  حساسیت  رفتار  1  شکل
𝜀1  علامتهمۀ  نمون  برای  پرشدگی = 𝜀2  و  12 =   این  در  .2

0  فیزیکیۀ  باز  در  تکین  یا  صفرۀ  نقط  هیچ  حالت، ≤ 𝑓 ≤ 1 
 . مانندمی باقی محدود هاحساسیت و ندارد وجود

 
 :A سناریو در مجاز تغییر دامنه نسبی، حساسیت مؤثر، گذردهی . 1 شکل

  کسر مجاز  تغییر دامنه و  نسبی حساسیت اندازه  مؤثر، گذردهی رفتار
𝜀1 الکتریک)دی ،الکتریکدی  سناریوی برای پرشدگی = 12،  𝜀2 =  در (2

  محدود حساسیت مؤلفه دو  هر و   ندارد  وجود بحرانی نقطه  هیچ حالت این
 فروپاشی بدون و  یکنواخت صورت به  مجاز  تغییر دامنه .مانندمی باقی

 .کندمی تغییر ناگهانی

 

 علامت  با  هايگذردهی  دوم:ۀ  نمون  :B  سناریوي.  2

   مخالف

 دارای   ماده  دو  که  شودمی  بررسی  حالتی  دوم،ۀ  نمون  در
 : باشند مخالف علامت با هاییگذردهی

(48 )                        𝜀1 = −10, 𝜀2 = 2 

ۀ  ناحی  ظهور  امکان  قبل،ۀ  نمون  برخلاف  حالت،  این  در
  کسر   فیزیکیۀ  باز  در  تکین  رفتار  همچنین  و  صفر   نزدیک
 . دارد وجود پرشدگی

  گذردهی   با  متناظر  پرشدگی  کسر  مقدار  موازی،ۀ  مؤلف  برای
 د:آیمی دستبه (27)ۀ رابط از صفر

(49 )                         𝑓0 = −
𝜀2

𝜀1−𝜀2
=

1
6

≈ 0.1667       
 موازی ۀ  مؤلف  نسبی  حساسیت   ،𝑓0  نزدیکی  در  بنابراین

 : کندمی پیدا شدیدی  افزایش (32)ۀ رابط مطابق

(50)                        ∣ 𝑆𝑟,∥(𝑓) ∣∼
1

∣𝑓−𝑓0∣
 

 : آیدمی دستبه (34)ۀ رابط از تکینۀ نقط عمود،ۀ مؤلف برای

(51 )            𝑓∞ =
𝜀1

𝜀1−𝜀2
=

5
6

≈ 0.8333 

 تواند می   مؤثر  گذردهی  عمودۀ  مؤلف  مقدار،  این  نزدیکی  در
  مطابق   آن  نسبی  حساسیت  و  کند  میل  بزرگ  بسیار  مقادیر  به

 : دهدمی نشان را زیر رفتار (40)ۀ رابط

(52 )                    ∣ 𝑆𝑟,⊥(𝑓) ∣∼
1

∣𝑓−𝑓∞∣
 

  دارد:   وجود  متمایز  حساس ۀ  ناحی  دو   دومۀ  نمون  در   نتیجه،  در
𝑓0  نزدیکی در یکی ≃   در  دیگری و موازیۀ مؤلف برای 0.1667

∞𝑓  نزدیکی ≃  حتی   نواحی،  این   در  .عمودۀ  مؤلف  برای  0.8333
 موجب  توانندمی   پرشدگی  کسر   در  کوچک  بسیار  تغییرات
  .شوند مؤثر پاسخ در بزرگ تغییرات

 پرشدگی  کسر  مجاز  خطایۀ  بیشین  (،13)ۀ  رابط  از  استفاده  با
  تقریبی،   صورتبه  .یابدمی  کاهش  نقاط  این  نزدیکی  در

 :  داریم شد، داده نشان  (42)ۀ رابط در که گونههمان
(53  )            ∣ Δ𝑓 ∣max∼ 𝜂 ∣ 𝑓 − 𝑓∗ ∣ 

  2  شکل  .باشد  ∞𝑓  یا  𝑓0ۀ  دهندنشان  تواندمی  ∗𝑓  آن  در  که
  برای  پرشدگی کسر مجاز خطایۀ بیشین و  نسبی حساسیت رفتار
𝜀1  علامتناهمۀ  نمون = 𝜀2  و  10− = ۀ مؤلف  حالت،  این  در  .2

𝑓0  در  موازی ≃  در  رسد،می  صفر  گذردهیۀ  ناحی  به  0/1667
∞𝑓  در  عمودۀ  مؤلف  که  حالی ≃   نشان  تکین  رفتار   0/8333
  شدت به  ساخت  مجاز  تلرانس  مقدار،  دو  هر  نزدیکی  در  .دهدمی

 . یابدمی کاهش
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 :B سناریو در مجاز تغییر دامنه نسبی، حساسیت مؤثر، گذردهی . 2 شکل

  کسر مجاز  تغییر دامنه و  نسبی حساسیت اندازه  مؤثر، گذردهی رفتار
𝜀1)   علامتناهم هایگذردهی  سناریوی برای پرشدگی = −10، 𝜀2 = 2 )

𝑓0  در ∥𝜀  شدن صفر ≈ ∞𝑓  در ⊥𝜀  واگرایی و  0/1667 ≈  طوربه  0/8333
  در  مجاز تغییر دامنه فروپاشی و  حساسیت  حدی رشد موجب مستقیم

 .شودمی   نقاط این همسایگی

 

 نمونه  دوۀ مقایس. 3

 اختلاف  و  علامت  که  دهدمی  نشان   بالا ۀ  نمون  دوۀ  مقایس
 . دارند  طراحی  پایداری  در  ایکنندهتعیین  نقش  ماده  دو  گذردهی
 در  مؤثر  پاسخ  هستند،  علامتهم  گذردهی  دو  هر  که  هنگامی

  رفتار  نسبی  حساسیت  و  ماندمی  باقی  محدود  پرشدگی  کسر ۀ  باز
 با  تواندمی  پرشدگی  کسر  انتخاب  حالت،  این  در  .ندارد  واگرا

 .شود انجام تریبزرگ نسبتاً ساخت تلرانس

 علامت ناهم  ماده  دو  هایگذردهی  که  هنگامی  مقابل،  در
 فیزیکیۀ  باز  در  توانندمی  تکین  یا   صفر  نزدیک  نقاط  هستند،

0 < 𝑓 <   و  مؤثر  پاسخ  کنترل  نظر  از  نقاط  این  .شوند  ظاهر  1
  نظر   از  اما  ؛دارند  اهمیت  گذردهی  غیرمعمول   مقادیر   به  دستیابی
  بنابراین  .شوندمی   محسوب  پرخطر  نواحی  ساخت،  پایداری
 ضخامت  تردقیق  کنترل   نیازمند  نقاط  این  نزدیکی  در  طراحی
 . است پرشدگی کسر خطای کاهش و هالایه

 

 پایدار  طراحیپیش  در تحلیلی چارچوب کاربرد. 4

  ابزار   یک  عنوانبه  توانندمی  آمدهدستبه  تحلیلی  روابط
  پایداری   ارزیابی  و  پرشدگی  کسر  انتخاب  برای  طراحیپیش

  یک   به  رسیدن  تنها  هدف  مرحله،  این  در  .روند  کار  به  ساختاری
  باید   کاریۀ  نقط  بلکه  ؛نیست  مؤثر  گذردهی  از  مشخص  مقدار

  کمترین  𝑓  کوچک  تغییرات  به  نسبت   که  شود   انتخاب  ایگونه به
 𝜀𝑡  با  مؤثر  گذردهی  هدف  مقدار  اگر  .باشد   داشته  را  حساسیت

 صورتبه طراحی اصلی شرط  شود، داده  نشان
(54 )                              𝜀eff(𝑓𝑡) = 𝜀𝑡 

  نسبی   حساسیت  ،𝑓𝑡  هدف  مقدار  تعیین  از  پس  .شودمی  نوشته
  سپس   .شودمی  محاسبه  (9)ۀ  رابط  از  استفاده  با  نقطه  همان  در

 ( 13)ۀ  رابط  پایداری  معیار  از  پرشدگی   کسر  خطای  مجازۀ  دامن
 را  (54)  شرط  که  هاییطراحی  میان  در   بنابراین  .آیدمی  دستبه

 |𝑆𝑟(𝑓𝑡)|  مقدار  که  است  پایدارتر  ایگزینه  کنند،می  برآورده

 Δ𝑓|𝑚𝑎𝑥|   مقدار  نتیجه  در  که  باشد  داشته  تریکوچک
 . کند ایجاد تریبزرگ

 صورتبه هدف طراحی شرط موازی،ۀ مؤلف برای
(55 )                𝜀𝑡 = 𝜀2 + 𝑓𝑡

∥(𝜀1 − 𝜀2) 
 هدف  مقدار  با  متناظر  پرشدگی  کسر  بنابراین  .شودمی  نوشته
 با  است برابر

(56   )                               𝑓𝑡
∥ =

𝜀𝑡−𝜀2
𝜀1−𝜀2

 
𝑓𝑡  گذاریجای  با

 موازی، ۀ  مؤلف  نسبی  حساسیتۀ  رابط  در  ∥
 داریم  (،17)ۀ رابط یعنی

(57 )                   ∣ 𝑆𝑟,∥(𝑓𝑡
∥) ∣=∣

𝜀1−𝜀2
𝜀𝑡

∣ 
 ثابت،   هدف  مقدار  یک  برای  که  دهدمی  نشان  (57)ۀ  رابط
∣  کنتراست  افزایش 𝜀1 − 𝜀2  افزایش  را  طراحی  حساسیت  ،∣

  کاهش   را  ساخت  خطای  مجازۀ  دامن  نتیجه  در  و  دهدمی
 . دهدمی

 ۀرابط از هدف مقدار  به رسیدن شرط  عمود،ۀ مؤلف برای

(58 )                          1
𝜀𝑡

=
𝑓𝑡

⊥

𝜀1
+

1−𝑓𝑡
⊥

𝜀2
 

𝑓𝑡 به نسبت رابطه این حل .آیدمی دستبه
 :  دهدمی  ⊥

(59 )                                𝑓𝑡
⊥ =

1
𝜀𝑡

−
1

𝜀2
1

𝜀1
−

1
𝜀2

 

𝑓𝑡  تعیین  از  پس
  از   آنۀ  فاصل  با  باید  کاریۀ  نقط  پایداری  ،⊥

  عمود ۀ  مؤلف  که  آنجا  از   .شود  سنجیده  عمودۀ  مؤلف  بحرانیۀ  ناحی
𝐴(𝑓)  شرط  نزدیکی  در = ۀ نقط  کند،می  پیدا  تکین  رفتار  0

  مقدار   اگر  .گیرد  قرار  شرط  این  نزدیکی  در  نباید  مناسب  کاری
𝐴(𝑓𝑡

ۀ مؤلف  واگراییۀ  ناحی  به  کاریۀ  نقط  باشد،  کوچک  (⊥
 Δ𝑓|𝑚𝑎𝑥|  و  بزرگ   |⊥,𝑆𝑟|  نتیجه  در   و  است  نزدیک  عمود

 .بود خواهد کوچک

 خلاصه   زیر  صورتبه  پایدار  طراحیپیش  روند  اساس،  این  بر
  شود:می

,𝜀1)  کاندید  مواد  زوج  ابتدا 𝜀2)   سپس   .شودمی  انتخاب  
  (59)ۀ  رابط  یا   (56)ۀ  رابط  از  𝜀𝑡  به   رسیدن  برای  لازم  𝑓𝑡  مقدار

  هدف ۀ  نقط  در   نسبی  حساسیت  مقدار   ادامه،   در   .شودمی  محاسبه
  . گرددمی تعیین  (13)  و  (9)  روابط  از  ساخت  خطای  مجازۀ  دامن  و
 حذف  بحرانی  نواحی  به  نزدیک  کاری  نقاط  نهایت،  در  و

 انتخاب   امکان  حاضر  تحلیلی  چارچوب  ترتیب،  این  به  .شوندمی
  هدف،   مقدار  تحقق  بر  علاوه  که  کندمی  فراهم  را  طرحی
 .باشد داشته را ساخت تحمل بیشترین و حساسیت کمترین
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 بحث
 وابستگی   که  دهدمی  نشان  مقاله  این  در  آمدهدستبه  نتایج

 نظر  از  پرشدگی،  کسر  به  ایلایه  هایفراماده   مؤثر  پارامترهای
  وابستگی  یک  بلکه  ؛نیست  مقداری  وابستگی  یک  تنها  طراحی
  با  طراحی  دو  تر،دقیق  بیان   به   .هست  نیز  کنندهتعیین  مشتقی
  برابر   در   پایداری  نظر   از  توانندمی   مؤثر   گذردهی  یکسان   مقدار
  حساسیت   زیرا  ؛باشند  داشته  متفاوتی   کاملاً  رفتار  ساخت  خطای
 . باشد متفاوت ،است ممکن پرشدگی کسر  به نسبت هاآن نسبی

در »  بخش  در  که  گونههمان تحلیلی  چارچوب  کاربرد 
پایدارپیش   و   نسبی  حساسیت  روابط  شد،  داده  نشان  «طراحی 
  ابزار   یک   عنوانبه  توانندمی  پرشدگی  کسر   تغییر  مجاز  دامنه
 کار   به  پایدار  کاری  نقطه  و  مواد  زوج  انتخاب  برای  طراحیپیش
 به  دستیابی  اساس   بر  تنهانه  باید  𝑓  مقدار  انتخاب  بنابراین  .روند

∣  بودن  کوچک  به  توجه  با  بلکه  هدف،  مؤثر  پارامتر 𝑆𝑟(𝑓) ∣  
 .شود انجام

 از   خطی  تابعی  مؤثر   گذردهی  ها،لایه  با   موازی  راستای  در
 باقی  𝑓  از  مستقل   مطلق  مشتق  نتیجه،  در  .است  پرشدگی  کسر
 گذردهی  مقدار  طریق  از  تنها  نسبی  حساسیت  رفتار  و  ماندمی
  مثبت   گذردهی  ماده   دو   هر  که  صورتی  در  .شودمی  کنترل  مؤثر 
 حساسیت  و  دهدنمی  رخ  مؤثر   گذردهی  شدن  صفر   باشند،  داشته
 ماده  دو  گذردهی  اگر  حال،  این   با  .ماندمی  باقی  محدود  نسبی
  گذردهی   که  داشت  خواهد  وجود  اینقطه  باشد،  علامتناهم
  قانون  با  نسبی  حساسیت  آن،  همسایگی  در  و  شودمی  صفر   مؤثر

∼ 1/∣ 𝑓 − 𝑓0   که   دهدمی  نشان  نتیجه  این  .کندمی  رشد  ∣
 راستای  در  صفر   نزدیک  گذردهی  شرایط   به  نزدیک  هایطراحی
 . هستند ترحساس  ساخت خطای به نسبت ذاتاً موازی،

 زیرا  است،  ترغیرخطی  رفتار  ها،لایه   بر   عمود  راستای  در
  به   پرشدگی  کسر   از  خطی  تابع  یک   معکوس   از  مؤثر   گذردهی
  هارمونیک  میانگین   مخرج  همان  𝐴(𝑓)  اگر  .آیدمی  دست
 توانمی  (43)  رابطه  طبق  آنگاه  ؛باشد  (42)  رابطه  در  شدهتعریف
⊥𝜀  نوشت

eff(𝑓) = 1/𝐴(𝑓).  شدن  کوچک  نتیجه،  در  𝐴(𝑓) 
⊥𝜀  شدید  افزایش   به  تواندمی

eff  شود   منجر  نسبی  حساسیت  و .  
𝐴(𝑓)  که  اینقطه  همسایگی  در  که  داد  نشان  حدی  تحلیل →

⊥𝜀  نتیجه  در  و  0
eff → ∽  قانون  با   نسبی  حساسیت  ،∞ 1/∣

𝑓 − 𝑓∞  صفر  طراحی  هدف  اگر  حتی  بنابراین  .کند می  رشد  ∣
  رابطه   مخرج  که  ایناحیه  به  شدن   نزدیک  نباشد،  گذردهی  شدن

 کوچک   تغییرات  به  نسبت  را  طراحی  است،  کوچک  هارمونیک
  با   آلایده  مدل  در  البته  .کندمی  حساس   بسیار  پرشدگی  کسر

0 بازه   در  𝐴(𝑓)  علامت،هم  و  متناهی  حقیقی،  هایگذردهی <

𝑓 <  دهد؛ نمی  رخ  واقعی  واگرایی  بنابراین   و  شودنمی  صفر   1

  پاسخ   که  شرایطی  در  یا  علامت،ناهم  هایگذردهی  برای  اما
∣  مقدار  باشد،  پاشنده  شدیداً  یا  اتلافی  مختلط،  مواد 𝐴(𝑓) ∣  
 اما  بزرگ  حساسیت  هایقله  و  شود  کوچک  بسیار  تواندمی

 . کند ایجاد محدود

 . ردیگ  قرار  توجه  مورد  دیبا  زین  حاضر  لیتحل  یها تیمحدود
 دوره  که  است  معتبر  یزمان  تنها  مؤثر  طیمح  مدل  آنکه  نخست
 . باشد  کوچک  اریبس  مؤثر  موج  طول  به  نسبت  یاهیلا   ساختار

𝑎  اگر = 𝑑1 + 𝑑2  شرط  باشد،  ساختار  تناوب  دوره  
𝑎  صورتبه  توانیم  را  یساز همگن ≪ 𝜆eff  معادل،   طوربه   ای  

𝑘0𝑎 ≪   بزرگ،   شکست  بی ضر  با  ییهاطیمح  در  .کرد  انیب  1
  شرط   ن یبنابرا  و  ابدیی م  کاهش  ماده   داخل   موج  طول
 تر رانهیگسخت

𝑎 ≪
𝜆0

𝑛max
 

  اثرات   نباشند،  برقرار  هاشرط   نیا  که  یصورت  در  .است  ترمناسب
 و  یمد  نیب  نگیکوپل  براگ،  یپراکندگ  ،ییفضا  یپراکندگ
 ی گذرده  و  شوندیم  ظاهر  موج  بردار  به   مؤثر  پاسخ  یوابستگ
𝜀eff  صورتبه  بلکه  ؛ستین  فرکانس  تابع  تنها  گرید  مؤثر =

𝜀eff(𝜔, 𝑘)  ی ل یتحل  روابط  ،یط یشرا  نیچن  در  .شودیم  فیتوص 
 موج  ولط  ریز  حد  در  اول  مرتبه  بیتقر  عنوانبه  دیبا  حاضر
 .شوند ریتفس

  مواد  یها یگذرده   ،یحد  روابط  استخراج  در  آنکه  دوم
  گرفته  نظر  در  زیناچ  تلفات  با  و  یمتناه   ،یقیحق  صورتبه

 تیحساس  رابطه   مؤثر  مخرج   اگر  ،یآلده یا  حد  نیچن  در  .اندشده
 رفتار  شود،  صفر  یخط  صورتبه   یبحران  نقطه   کی  یکینزد  در
  نوع از یحد

∼ 1/∣ 𝑓 − 𝑓0 ∽  ای ∣ 1/∣ 𝑓 − 𝑓∞ ∣ 
  روابط   یاضیر  ساختار  میمستق  جهینت  رفتار  نیا  .دیآی م  دست  به
  ا ی  یماد  یدهایتشد  کینزد  حال،  نیا  با  .است  مؤثر  طیمح

 یرموضعیغ  و  پاشنده  شدتبه  تواندیم  طیمح  پاسخ  ،یساختار 
  و   حساس   هیناح  یپهنا  ،یبحران  نقطه  مکان  حالت،  نیا  در  .شود
  مدل   ینیبش یپ  به   نسبت  است  ممکن  تیحساس  نه یشیب  مقدار
  ا ی  دهایتشد  یکینزد  در   نیبنابرا  .شود  جاجابه  یمحل  مؤثر   طیمح
  موج   طول  ریز  یکاف   طوربه   گرید  هاآن  دوره  که  ییساختارها  در
  داده  ای  موجتمام  یسازهیشب  با  یل یتحل  جینتا  است  لازم  ؛ستین

 .شوند کنترل یتجرب

  و  هستند  مختلط  عموماً  ها یگذرده   ،یواقع   یهاطیمح  در
 نوشت توانیم

𝜀𝑖 = 𝜀𝑖
′ + 𝑖𝜀𝑖

′′. 
 ؛شودیم  حذف  معمولًا  مخرج  یقیحق  صفر  ،یحالت  نیچن  در

  نقطه   یکینزد  در   اگر  .رسدینم   صفر   به   قاًیدق  گر ید  مخرج   رایز
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 صورت به   مؤثر مخرج ،یبحران

𝐺(𝑓) ≃ 𝑎(𝑓 − 𝑓0) + 𝑖𝛾 

 شکل به تیحساس رفتار آنگاه  شود، نوشته

∣ 𝑆𝑟(𝑓) ∣∼
1

√∣ 𝑎 ∣2 (𝑓 − 𝑓0)2 + 𝛾2
 

  ی عنی  کند؛یم  منظم    را  یاضی ر  ییواگرا  تلفات  نیبنابرا  .دیآیدرم
  . کندیم  لیتبد  بزرگ  اما  محدود  قله  کی  به  را  ینامتناه  ییواگرا

  به  آن  یپهنا  و  شودیم  اس یمق  𝛾/1  با  باًیتقر  قله  نیا  ارتفاع
∽  قانون  گر،ید  انیب  به  .است  وابسته  یاتلاف   سهم  اندازه 1/∣

𝑓 − 𝑓0   بدون   و  یق یحق  یها طیمح  یبرا  آلدهیا  حد  کی  ∣
  ساختار   همان  یاتلاف  یهاطی مح  در  که  یحال   در  ؛است  تلفات

  به  وابسته  یپهنا  و  محدود  ارتفاع  با  قله  کی  صورتبه  یاضیر
Im (𝜀) شودیم ظاهر. 

 ی طراح  ر یمتغ  𝑓  اگر   ز ین  یقو  یفرکانس  یپاشندگ  حضور  در
  ی وابستگ  یجبر  ساختار  شود،  داشته  نگه  ثابت  فرکانس   و  باشد
 و   𝜀1(𝜔)  بیضرا  که  تفاوت  نیا  با  است؛  مشابه  همچنان  𝑓  به

𝜀2(𝜔)  هم  اگر   اما  .اندوابسته  فرکانس  𝑓  هم  و  𝜔  کنند،  رییتغ 
 د: شو نوشته  کامل مشتق صورتبه دیبا کل تیحساس

𝑑𝜀eff =
∂𝜀eff

∂𝑓
𝑑𝑓 +

∂𝜀eff

∂𝜔
𝑑𝜔 

 ،یبحران  نقطه   مکان   تواندیم  یقو  یپاشندگ  حالت،  ن یا  در
  ن یا  با  .دهد  رییتغ  را  تیحساس  قله   ارتفاع  و  حساس   هیناح  یپهنا
  قدر   شدن  کوچک  همچنان  تیحساس  ش یافزا  یاصل  منشأ   حال،
 نه   است،  تیحساس  رابطه  ای  مؤثر  طیمح  روابط  مخرج  مطلق

 . شدهانتخاب یهامثال از خاص یعدد یژگیو کی

 گیري نتیجه

 زیرِ  ایلایه  هایفراماده   مؤثر  پارامترهای   وابستگی  مقاله،  این  در
 و  شد  بررسی  تحلیلی  صورتبه   پرشدگی  کسر   به   موج   طول  حدِ

  تغییرات   به  نسبت  پارامترها  این  نسبی  و  مطلق   حساسیت
  معیار   یک  تعریف  با  .گردید  استخراج  پرشدگی  کسر  در  کوچک
  تغییر   دامنه  برای  صریح  ایرابطه  مجاز،  نسبی  تغییر  برای  کم ی
  طراحی   پایداری  ارزیابی  امکان  که  شد  ارائه  پرشدگی  کسر  مجاز

  با  موازی  راستای  در  که  داد  نشان  تحلیل  .کندمی  فراهم  را
 در   مگر  ؛است  یکنواخت  نسبتاً  و  خطی  حساسیت  رفتار  ها،لایه

 راستای  در  . شود  نزدیک  صفر  به  مؤثر  گذردهی  که  شرایطی
  گذردهی،   واگرایی  نقاط  نزدیکی  در  و  بوده  غیرخطی  رفتار  عمود،

  حالت،   دو  هر  در  .یابدمی  افزایش  حدی  طوربه  نسبی  حساسیت
 تغییر   دامنه  شدید  کاهش  موجب  بحرانی  نقاط  به  شدن  نزدیک
 خطای   به  نسبت  را  طراحی  و  شودمی  پرشدگی  کسر  مجاز

 تحلیلی  ابزار  یک  شدهارائه  چارچوب   .کندمی  حساس   ساخت
  تواند می  و  کندمی  فراهم  طراحی  پایداری  بینیپیش  برای  ساده
 برای  ساخت،  فرایند  یا  عددی  هایسازیشبیه   انجام  از  پیش

 مواد  گذردهی  اختلاف  و  پرشدگی  کسر  مناسب  بازه  انتخاب
 ترآگاهانه   گیریتصمیم  امکان  رویکرد  این   . دشو  استفاده  سازنده

 در   تواندمی  و  کندمی  فراهم  را   ایلایه  هایفراماده  طراحی  در
 . شود واقع مفید ساختاری  نظر از پایدارتر ساختارهای توسعه
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