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A B S T R A C T 

In this research, we investigate the stability of harmonic oscillator systems. 

To achieve this, we transform the differential equation describing the 

oscillator into a state-space model using appropriate variables, enabling the 

application of matrix algebraic relationships to design a stabilizing 

controller for the system under study. Within the state-space framework, by 

utilizing state matrices and eigenvalue assignment techniques, we can 

develop a state feedback control law. The parameters of this controller are 

tuned such that the closed-loop system eigenvalues (which determine 

stability) are positioned in favorable locations within the complex plane, 

thereby ensuring system stability.  
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نوسانگر هارمونیک با رویکرد تخصیص مقادیر ویژه در مدل سامانه پایدارسازي 

 فضاي حالت 
 

 

 چکیده 

پردازیم. بدین منظور نوسانگر هارمونیك می  هايسامانهدر این پژوهش به بررسی موضوع پایداري در    
كننده نوسانگر را با استفاده از متغیرهاي مناسب به مدل فضاي حالت تبدیل  معادله دیفرانسیل توصیف

به منظور طراحی یك كنترلمی از روابط جبري ماتریسی  استفاده  امكان  تا  براي كنیم  پایدارساز  كننده 
فراهم شود. در مدل فضاي حالت می  سامانه بردن  مورد مطالعه  به كار  با  و   هاي حالتماتریس توانیم 

ویژه مقادیر  تخصیص  بر  تكنیك  مبتنی  كنترل  قانون  یك  طراحی    بازخورد،  هاي مولفه.  كنیمحالت 
كنترل  غیرثابت گونه این  به  میكننده  تنظیم  ویژهاي  مقادیر  كه  حالت  شوند  )كه   در  بسته  حلقه 

تا در نهایت منجر به    هاي مطلوبی از صفحه مختلط قرار گیرند كننده پایداري هستند( در موقعیتتعیین
 شود.  سامانهپایداري 
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 مقدمه  .1

بنيادی در فيزيك و    های سامانهنوسانگر هارمونيك يكي از  

گسترده صورت  به  كه  است  كاربردهای  مهندسي  در  ای 

جنبه از  و  شده  ظاهر  علمي  و  نظير صنعتي  گوناگون  های 

كوانتومي و ... مورد    هایسامانهپايداری، ميرايي، كاربرد در  

[ است  گرفته  قرار  بررسي  و  از  1-4تحليل  يكي   .]

هارمونيك  ويژگي نوسانگر  يك  برای  آن  بررسي  كه  هايي 

پايداری است پايداری ويژگيضرورت دارد  ای است كه  ؛ 

اختلال برابر  در  را  نوسانگر  مشخص  رفتار  كوچك  های 

كه  مي است  نوسانگری  پايدار  نوسانگر  يك  درواقع،  كند. 

اگر از حالت تعادل خود منحرف شود بتواند دوباره به همان  

قرار   تعادل  حالت  نزديكي  در  حداقل  يا  و  بازگردد  حالت 

نشود  گيرد خارج  كنترل  از  آن  رفتار  برای    .و  پايداری 

نوسانگر هارمونيك نه تنها به عملكرد بهينه و كاهش خطای  

مي  سامانه و  كمك  خرابي  احتمال  كردن  كم  با  بلكه  كند 

مي علاوهآسيب  شود.  بيشتر  ايمني  به  منجر  با  تواند  براين 

پيش  نوسانگر،  پايداری  وضعيت  تعيين  و  بيني  شناخت 

شود  انجام خواهد شد كه باعث مي  سامانه تری از رفتار  دقيق

به    تحليل و طراحي كارآمدتری برای نوسانگر داشته باشيم.

ميراگر به عنوان يك نوسانگر  -فنر -عنوان مثال، سامانه جرم

سامانه   در  است  اهميت  حائز  آن  پايداری  كه  هارمونيك 

هنگام   است.  رفته  كار  به  فنر(  كمك  و  )فنر  خودرو  تعليق 

چرخ برخورد  كه  خودرو  اجتنابحركت  جاده  با  ناپذير  ها 

است، پايداری سامانه تعليق باعث راحتي و ايمني خودرو و 

از نوسانات غيرقابل كنترل بدنه خودرو مي   شود. جلوگيری 

مورد   در  پايداری  موضوع  با  متنوعي  مطالعات  تاكنون 

ها  نوسانگرهای هارمونيك انجام شده كه اغلب اين پژوهش 

كه   هارمونيك  نوسانگر  اوليه  ديناميك  مدل  از  استفاده  با 

باشد انجام گرفته است  يك معادله ديفرانسيل مرتبه دوم مي

[9-5 .] 

ديناميك   وسيله    های سامانههرچند  به  هارمونيك  نوسانگر 

توانيم  شود ولي مييك معادله ديفرانسيل مرتبه دوم بيان مي

مدل  نام  به  استاندارد  و  اول  مرتبه  خطي  مدل  يك  به  آنرا 

ابزار   حالت  فضای  مدل  كنيم.  تبديل  حالت  فضای 

از   بسياری  تحليل  و  توصيف  برای    هایسامانهقدرتمندی 

مي مدل  اين  از  استفاده  با  است؛  تحليل  ديناميكي  توانيم 

ويژگي  سامانهپايداری   براساس  حالت  را  ماتريس  های 

روش با  و  نموده  تخصيص  بررسي  جمله  از  مختلف  های 

كنترل يك  ويژه،  برای  مقادير  مطلوب  ارائه    سامانه كننده 

ی  كنيم. به كارگيری تكنيك تخصيص مقادير ويژه راهكار

دهد كه نسبت  كننده ارائه ميسازی طراحي كنترلبهينه  برای

روش نظير  به  قديمي  كلاسيك  پذيری انعطاف  PIDهای 

 بيشتری دارد. 

در اين مقاله تصميم داريم با استفاده از مدل فضای حالت و  

پايداری   بررسي  به  ويژه  مقادير  تخصيص    سامانه مسئله 

نوسانگر هارمونيك بپردازيم. بدين منظور، ابتدا با استفاده از  

را   هارمونيك  نوسانگر  ديفرانسيل  معادله  مناسب،  متغيرهای 

كننده  كنيم و پس از آن كنترلدر فرم فضای حالت بيان مي

ماتريس   يك  براساس  را  با  حالت    بازخوردپايدارساز 

غيرثابت مولفه مي  های  وجود  محاسبه  های  مولفهكنيم. 

ماتريس  غيرثابت   مي  بازخورددر  باعث  بتوانيم  حالت  شود 

حالتكنترل براساس  و  پويا  صورت  به  را    سامانههای  گر 

به عبارت ديگر مي با    های متغيرمولفهتوانيم  تنظيم كنيم.  را 

شرايط   و    سامانه تغيير  پايداری  نتيجه  در  و  داده  تطبيق 

 دريافت كنيم.  سامانهعملكرد بهتری از 

 

 سامانهمدل فضاي حالت براي یک  .2

 کنترل خطی

توصيف   برای  رياضي  چارچوب  يك  حالت  فضای  مدل 

حالت    های سامانه متغيرهای  از  استفاده  با  ديناميكي 

پيش )كميت برای  ضروری  اطلاعات  كه  رفتار  هايي  بيني 

مي  سامانهآتي   نشان  ميرا  فضای  دهند(  مدل  ساختار  باشد. 

برای   معادله    هایسامانهحالت  صورت  به  خطي  كنترل 

 شود: ديفرانسيل مرتبه اول زير ارائه مي

   𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) (2.1                       )  
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آن در  𝑥(𝑡)  كه  ∈ ℝ𝑛×1    و حالت  𝑢(𝑡)بردار  ∈

ℝ𝑚×1  مي ناميده  ورودی  بردار  يا  كنترل  شوند.  بردار 

𝐴های  ماتريس  ∈ ℝ𝑛×𝑛      و𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚   نيز

درايه  سامانههای  ماتريس  اگر  كه  آنهستند  با  های  متغير  ها 

باشد ) اينصورت    سامانه( را  2.1زمان  متغير زماني و در غير 

  سامانهناميم. متناظر با هر  تغييرناپذير با زمان مي  سامانهرا  آن

( فرم  به  خطي  مي2.1كنترل  به  (،  موسوم  ماتريسي  توانيم 

 پذيری به صورت زير داشته باشيم: ماتريس كنترل

𝐶 = [𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵 … 𝐴𝑛𝐵] (2.2)                  

      

ناميم پذير مي( را كنترل2.1كنترل خطي )  سامانه:  1تعریف  

بردار كنترل بتوانيم  مانند  كنندههرگاه  تعيين كنيم    𝑢(𝑡)ای 

مورد نظر در مدت زمان   سامانهدر    𝑥(𝑡)به طوريكه حالت  

  دلخواه  حالت نهايي  هر  به  𝑥(𝑡0)حالت اوليه  هر  محدود از  

𝑥(𝑡𝑓) [ 10منتقل شود .] 

مي زير  قضيه  كنترلبراساس  ماتريس  از  به    𝐶پذيری  توانيم 

كنترل بررسي  برای  معياری  بودن  عنوان  تحت    سامانهپذير 

 مطالعه استفاده كنيم: 

كنترل2.1)  سامانه:  1قضیه   اگر (  تنها  و  اگر  است  پذير 

كنترل يعني:    𝐶پذيری  ماتريس  باشد؛  كامل  رتبه  دارای 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐶 = 𝑛 [10.] 

نوع    هایسامانهتبصره:   از  مقاله،  اين  در  نظر  مورد 

خطي    های سامانه ناپذيركنترل  و    تغيير  زمان   پذير كنترلبا 

 هستند.

ويژگيهمان از  يكي  پايداری  شد،  اشاره  قبلا  كه  های  طور 

كليدی   و  در    هایسامانهمهم  پايداری  است.  خطي  كنترل 

لياپانوف،  حالت پايداری  عناوين  تحت  مختلفي  های 

مقاله، اين  در  كه  است  شده  مطرح   ... و  نمايي    مجانبي، 

مفهوم پايداری مجانبي را مورد توجه قرار داده و به صورت  

 گيريم:  زير در نظر مي

خطي)  سامانه:  2تعریف   ناميده  2.1كنترل  مجانبي  پايدار   )

)مي صفر  ورودی  ازای  به  هرگاه  𝑢(𝑡)شود  = به  0 و   )

محدود اوليه  حالت  هر  𝑥(0)  )متناهي(  ازای  ≠ داشته    0

 باشيم: 

lim
𝑡→∞

‖𝑥(𝑡)‖ = 0           (2.3 )                            

ديگر، عبارت  بردار  2.1)  سامانهاگر    به  آنگاه  باشد  پايدار   )

𝑢(𝑡)با توجه به ورودی    سامانهبرای اين    𝑥(𝑡)حالت   =

 [.10شود ]، به مبدأ منتقل مي𝑥(0)و شرط اوليه   0

با  2.1)  سامانهكننده  فرض كنيد ورودی كنترل متناسب  ( را 

صورت    سامانهحالت   𝑢(𝑡)به  = 𝐹𝑥(𝑡)    كنيم انتخاب 

(𝐹  درايه با  ماتريس  ماتريسي  به  موسوم  حقيقي  های 

است(.  بازخورد فيزيكي    حالت  نظر  از  حالت  بازخورد 

ورودی  مي لحظه،  هر  در  كه  باشد  معني  اين  به  تواند 

براساس   𝑢(𝑡)كننده  كنترل  )... نيروی خارجي، ولتاژ  )مثل 

تنظيم مي  )... )مثل مكان، جريان  فعلي سامانه  شود  وضعيت 

سنجش   با  سامانه  درواقع،  باشد.  مطلوب  سامانه  رفتار  تا 

كار   به  را  وضعيت  اين  با  متناسب  ورودی  خود،  وضعيت 

كند.مي اصلاح  را  تا خودش  اين    گيرد  از جايگذاری  پس 

را به صورت    سامانه(، فرم حلقه بسته  2.1)  سامانهورودی در  

 معادله ديفرانسيل همگن زير خواهيم داشت:

𝑥̇(𝑡) = (𝐴 + 𝐵𝐹)𝑥(𝑡)         (2.4)                             

( پايدار است اگر و تنها  2.1كنترل خطي )   سامانه  :2قضیه  

ويژه   مقادير  )  سامانه اگر  بسته  قسمت  2.4حلقه  دارای   )

 [. 10حقيقي منفي باشند ]

مناسب   بازخوردبا توجه به قضيه فوق، با تعيين يك ماتريس 

صورت   ويژه    𝐹به  مقادير  طوريكه  𝐴به  + 𝐵𝐹    قسمت

باشند، داشته  منفي  به    سامانهتوانيم  مي  حقيقي  را  ناپايدار 

قضيه زير شرط لازم و كافي   پايدار هدايت كنيم.  وضعيت 

 كند:را بيان مي بازخوردیبرای وجود چنين ماتريس 

دلخواه    𝐹  بازخوردماتريس    :3قضیه   ويژه  مقادير  كه 

𝜆1, … , 𝜆𝑛    را به ماتريس حلقه بسته𝐴 + 𝐵𝐹    تخصيص

پذير  مورد نظر، كنترل  سامانهدهد وجود دارد اگر و تنها اگر  

 [.10باشد ]
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در ادامه اين مقاله، در نظر داريم با معرفي متغيرهای مناسب،  

يك   به  را  هارمونيك  خطي    سامانهنوسانگر  كنترل 

آنكنترل پايداری  و  نموده  تبديل  ماتريس  پذير  ارائه  با  را 

قضيه    بازخورد شرايط  كه  تضمين    2حالتي  نمايد  فراهم  را 

 كنيم. 

 

 پایدارسازي نوسانگر هارمونیک .3

معادله   با  كه  هماهنگ  نوسانگر  يك  قسمت  اين  در 

نظر   در  را  است  شده  معرفي  زير  دوم  مرتبه  ديفرانسيل 

 گيريم:مي

𝑀𝑦̈(𝑡) + 𝐷𝑦̇(𝑡) + 𝐾𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡)  (3.1  )                     

آن در  مكان  نشان  𝑦بعدی  -𝑛بردار    كه  تغيير  دهنده 

  𝐾ماتريس تعديل و    𝐷ماتريس جرم،    𝑀باشد. همچنين  مي

های حقيقي و  هايي با درايهماتريس سختي، همگي ماتريس 

𝑛 × 𝑛    هستند و ماتريس جرم𝑀    .نامنفرد است𝑢(𝑡)    نيز

دهنده نيرويي است كه به اين نوسانگر هارمونيك وارد  نشان

 شود. مي

)  رويكرد نوسانگر  پايدارسازی  برای  مقاله  اين  در  ( 3.1ما 

كنترل خطي در فرم   سامانه تبديل كردن آن به صورت يك  

است.  2.1) ماتريس  (  اينكه  به  توجه  )  𝑀با  معادله  (  3.1در 

مي است،  نامنفرد  ماتريس  )يك  صورت 3.1توانيم  به  را   )

 زير بازنويسي كنيم:

𝑦̈(𝑡) = 𝑀−1𝑢(𝑡) − 𝑀−1𝐷𝑦̇(𝑡) −𝑀−1𝐾𝑦(𝑡)   (3.2)   

  به صورت   (3.3رابطه )( منجر به  3.2گيری از رابطه )انتگرال

 شود: زير مي

 

 

(3.3 ) 

 
 

 𝑥2و    𝑥1های مشخص شده برای  انتخاببنابراين با توجه به  

 :داريم( 3.3) رابطه در 

  𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡)

𝑥̇1(𝑡) = −𝑀
−1𝐷𝑦(𝑡)+ 𝑥2(𝑡)

𝑥̇2(𝑡) = 𝑀
−1𝑢(𝑡)−𝑀−1𝐾𝑦(𝑡)

         

 (3.4)                              

به   حالت  فضای  مدل  در  را  نوسانگر  معادله  ترتيب  بدين 

 صورت زير خواهيم داشت:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡)+𝐵𝑢(𝑡)                                     

= [
−𝑀−1𝐷 𝐼

−𝑀−1𝐾 0

] 𝑥(𝑡) + [
𝑂

𝑀−1
]𝑢(𝑡)

(3.5 )  

ماتريس  در  ترتيب    𝐼و    𝑂  ،فوقبلوكي  های  به طوريكه  به 

توان بررسي  های صفر و هماني هستند. به راحتي ميماتريس 

ماتريس  كه  ماتريس  نمود  يك  فوق  بلوكي  های 

مانند ) كنترل به  كنند( توليد مي2.2پذيری رتبه كامل  . لازم 

كامل   رتبه  ماتريس  از  منظور  اينجا  در  كه  است  توضيح 

ماتريسي است كه رتبه آن با بعد فضای برداری توليد كننده  

است. برابر  متناظر    سامانه  ترتيب بدين   ماتريس  كنترل خطي 

 پذير است.كنترل سامانه( يك 3.1با نوسانگر )

كردن   پايدار  برای  شد،  اشاره  قبلا  كه  طور   سامانه همان 

ماتريس   كافيست  خطي  كه    بازخوردیكنترل  باشيم  داشته 

عنوان   به  را  منفي  حقيقي  قسمت  با  عددی  مقادير  از  طيفي 

های  حلقه بسته تخصيص دهد. روش  ماتريسمقادير ويژه به  

كه   دارد  وجود  تخصيص  اين  دادن  انجام  برای  مختلفي 

از اعم  مختلف  رويكردهای  با    براساس  ماتريس  محاسبه 

درايهدرايه يا  ثابت  متغيرهای  شده  های  روش طراحي  اند. 

ويژه،   مقدار  تخصيص  برای  مقاله  اين  در  استفاده  مورد 

با درايهرويكرد برمبنای محاسبه ماتريس  است    های متغيری 

از   بعضي  برای  دلخواه  مقدار  انتخاب  امكان  های  درايهكه 

 [. 11]دهد را نيز در اختيارمان قرار مي متغير
 

𝑦(𝑡) = ∫ ∫ (𝑀−1𝑢(𝜏) − 𝑀−1𝐷𝑦̇(𝜏) − 𝑀−1𝐾𝑦(𝜏))𝑑𝜏𝑑𝑠 + 𝑦(0) + 𝑦̇(0)
𝑠

0

𝑡

0

         = ∫ [−𝑀−1𝐷𝑦(𝑠) + 𝑀−1𝐷𝑦(0) + 𝑦̇(0) + ∫ (𝑀−1𝑢(𝜏) − 𝑀−1𝐾𝑦(𝜏))𝑑𝜏]𝑑𝑠
𝑠

0⏟                                    
𝑥2(𝑠)

+ 𝑦(0)
𝑡

0

⏟                                                    
𝑥1(𝑡)                        

 

ماتريس   از يك  استفاده  با  ابتدا  كه  است  منظور لازم  بدين 

مانند ماتريسي    𝑇  تشابهي  ,𝐴)زوج  𝐵)    نوسانگر با  متناظر 
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را   )هارمونيك  رابطه  از  آورده3.2كه  به دست  فرم  (  به  ايم 

 )به صورت زير( تبديل كنيم: همدم برداری

𝐵̃ = 𝑇−1𝐵 = [
𝐷0

𝑂𝑛−𝑚,𝑚
]             

 
 

𝐴̃ = 𝑇−1𝐴𝑇 = [
𝐺0

𝐼𝑛−𝑚, 𝑂𝑛−𝑚,𝑚
]

  (63. )              

     

بلوك فوق،  برداری  همدم  فرم   𝐷0و    𝐺0های  در 

های حقيقي هستند كه به ترتيب دارای  هايي با درايهماتريس 

𝑚ابعاد   × 𝑛    و𝑚 ×𝑚  ذكر  [12]  باشندمي به  لازم   .

,𝐴)پذير بودن زوج  است كه كنترل 𝐵)    به امكان دستيابي 

مي تضمين  را  برداری  همدم  به  فرم  توجه  با  نتيجه  در  كند؛ 

متناظر با نوسانگر هماهنگ مورد    𝐵و    𝐴های  اينكه ماتريس 

كنترل زوج  يك  مقاله  اين  در  مينظر  سازند، پذير 

نخواهيم   برداری  همدم  فرم  محاسبه  نظر  از  محدوديتي 

 داشت. 

ماتريس   بسته    بازخورداكنون  فرم حلقه  با  متناظر  پيشنهادی 

 كنيم: ( را به صورت زير انتخاب مي2.4)

𝐹 = 𝐷0
−1(−𝐺0 + 𝐺𝜆)𝑇

−1   (73.             )            

آن در  𝐺𝜆ماتريس    كه  ∈ ℝ 
𝑚×𝑛   ماتريس  قسمت از  ي 

درايه  است  𝐹  بازخورد  شامل  ميكه  متغير    و   باشدهای 

درايه دستگاه  متغيرهای  محاسبه  يك  به  منجر  ماتريس    اين 

. بنابراين  شودمجهول مي  𝑛𝑚معادله و    𝑛  معادلات خطي با

برای  مي 𝑁توانيم  = 𝑛(𝑚 − اين    (1 از  مجهول  درايه 

كه   مي  هایمولفهماتريس  محسوب  مقادير آزاد  شوند، 

ها را از طريق حل دستگاه  دلخواه انتخاب كنيم و ساير درايه

ماتريس   بدين ترتيب يك  به دست آوريم.  معادلات خطي 

مي  𝐹  بازخورد دست  هارمونيك  به  نوسانگر  كه  آوريم 

از   معيني  طيف  به  ويژه  مقادير  انتقال  طريق  از  را  نظر  مورد 

 سازد.مقادير عددی با قسمت حقيقي منفي، پايدار مي

در ادامه، محاسبات فوق را برای پايدارسازی يك نوسانگر  

 بريم. هارمونيك به كار مي

 

 مثال عددي  .4

روشن  شد،  برای  معرفي  قبل  بخش  در  كه  روشي  شدن  تر 

( معادله  فرم  به  نوسانگر هماهنگ  ماتريس 3.1يك  با  های  ( 

 گيريم: عددی زير در نظر مي

𝑀 = [
1 0
0 1

]            
 
 

𝐷 = [
   0.1 −0.1
−0.1    0.1

]
 
 

𝐾 = [
   2 −1
−1    2

]       

      

يك ماتريس متقارن    𝑀توان بررسي نمود كه  به سادگي مي

مثبت   كه  معين  آنجا  از  𝐷𝑇است.  = 𝐷  , 𝐾𝑇 = 𝐾 

پس اين دو ماتريس متقارن هستند. اكنون با توجه به متقارن  

مقادير ويژه   نامنفي بودنبودن اين دو ماتريس و با توجه به  

𝑒𝑖𝑔(𝐾)) ها  آن = 𝑒𝑖𝑔(𝐷)و    {1,3} = {0, 0.2} ) 

ماتريس مي اين  كه  گرفت  نتيجه  مثبت  توان  معين  شبه  ها 

هستند مثبت(  معين  به    .)نيمه  نوسانگر  اين  كردن  بيان  برای 

يك   )  سامانه فرم  روابط  از  استفاده  با  خطي،  (، 3.5كنترل 

 به صورت زير خواهند بود:  سامانههای  ماتريس 

𝐴 = [
−𝑀−1𝐷 𝐼

−𝑀−1𝐾 0

]                

 

              = [

−0.1    0.1
   0.1 −0.1

    1      0
    0      1

  
−2    1
   1 −2

    0       0
    0       0

]

 

       

𝐵 = [
𝑂

𝑀−1
] = [

0 0
0 0
 

1 0
0 1

]                                      

های اخير در اينصورت فرم همدم برداری متناظر با ماتريس 

 ( عبارت خواهد بود از: 3.6طبق روابط )

𝐵̃ = 𝑇−1𝐵 = [
𝐷0

𝑂𝑛−𝑚,𝑚
] = [

1 0
0 1
 

0 0
0 0

] 
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𝐴̃ = 𝑇−1𝐴𝑇 = [
𝐺0

𝐼𝑛−𝑚, 𝑂𝑛−𝑚,𝑚
]

 

       = [

−0.1    0.1
   0.1 −0.1

  −2    1
   1 −2

  
    1      0
    0      1

   0    0
   0    0

] 

 

   

تشابهي   تبديل  ماتريس  آن  در  آن    𝑇كه  وارون   𝑇−1و 

 عبارت خواهند بود از: 

𝑇 = [

0 0
0 0

  1        0
  0        1

1 0
0 1

   0.1 −0.1
−0.1    0.1

] 

𝑇−1 = [

−0.1      0.1
   0.1   −0.1

  1      0
  0     1

1         0
0         1

   0     0.1
   0     0.1

] 

 بدين ترتيب خواهيم داشت: 

𝐺0 = [
−0.1    0.1
   0.1 −0.1

  −2    1
   1 −2

]
 
 

𝐷0 = [
1 0
0 1

]                                  

     

بلوكي  اكنون   زير    𝐴̃𝜆ماتريس  صورت  به  را 

 :گيريمنظرميدر

𝐴̃𝜆 = [
𝐺𝜆

_________
𝐼   ,   𝑂

]                                

 

= [

𝑔11 𝑔12
𝑔21 𝑔22

𝑔13 𝑔14
𝑔23 𝑔24

________________________
𝐼          ,          𝑂

]

 

است    𝐹قسمتي از ماتريس بازخورد    𝐺𝜆ماتريس    كه در آن

درايه شامل  ميكه  متغير  ميباشدهای    هایمولفهخواهيم  . 

كنيم   مجهول محاسبه  نحوی  به  را  ماتريس  مقادير    اين  كه 

مجموعه   در  بسته  حلقه  حالت  در  ويژه 

{−0.2 , −0.5 , −0.8 , جمله  {1− چند  گيرند.  ای  قرار 

   مشخصه متناظر با اين طيف مقادير ويژه عبارتست از:

𝑃(𝜆) = 𝜆4 + 2.5𝜆3 + 2.16𝜆2 + 0.74𝜆 + 0.08 

( 3.7براساس رابطه )های متغير  با مولفه  𝐹  بازخوردماتريس  

 آيد:به دست ميبه صورت زير 

 

 
 

درايهمولفه همان  ماتريس  اين  در  مجهول  متغير  های  های 

  باها  هستند كه برای به دست آوردن آن  𝐴̃𝜆ماتريس بلوكي  

بلوكي   ماتريس  بين    از استفاده    و  𝐴̃𝜆درنظرگرفتن  روابط 

مشخصه  چندجمله  ضرايب ويژه    𝑃(𝜆)ای  مقادير  به    ،و 

مجهول   و هشت  معادله  شامل چهار  غيرخطي  دستگاه  يك 

 يابيم:دست مي

{
  
 

  
 
−(𝑔11 + 𝑔22) = 2.5
 
𝑔11𝑔22 − 𝑔12𝑔21 − 𝑔13 − 𝑔24 = 2.16
 
𝑔22𝑔13 − 𝑔12𝑔23 + 𝑔11𝑔24 − 𝑔14𝑔21 = 0.74
 
𝑔13𝑔24 − 𝑔14𝑔23 = 0.08

 

چهار   برای  دلخواه  مقادير  تخصيص  با  آزاداكنون    مولفه 

𝑔11 = −0.5  , 𝑔12 = 1  , 𝑔13 = 𝑔24 = مي0 توانيم  ، 

ساير   متغيرمولفهمقادير  به    های  دستگاه  حل  طريق  از  را 

ماتريس   نهايت  در  و  آوريم  صورت    بازخورددست  به  را 

 زير خواهيم داشت:

𝐹 = [
 2.13 −0.63
−1.224      2.064

−0.4      0.9
−1.26 −1.9

] 

 

 
 : تغييرات بردار حالت نسبت به زمان 1شكل 
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𝐹 = 𝐷0
−1(−𝐺0 + 𝐺𝜆)𝑇

−1                                                                                                                                              
 

= [
−0.1𝑔11 + 𝑔12 + 𝑔13 + 1.98      0.1𝑔11 − 0.1𝑔12 + 𝑔14 + 0.98
−0.1𝑔21 + 0.1𝑔22 + 𝑔23 − 0.98 0.1𝑔21 − 0.1𝑔22 + 𝑔23 + 1.98

0.1 + 𝑔11   −0.1 + 𝑔12
−0.1 + 𝑔21 0.1 + 𝑔22

]
 

 

 گیري نتیجه .5

هدف بررسي چگونگي پايدارسازی نوسانگر   اين پژوهش با

كنترل يك  طراحي  رويكرد  با  بر  هارمونيك  مبتني  كننده 

نظريه  بازخورد  و  حالت  فضای  مدل  چارچوب  در    حالت 

نوسانگر   پايدارسازی  برای  كه  روشي  در  شد.  انجام  كنترل 

كرديم   بازخورد  براساس    ایكنندهكنترلمعرفي  ماتريس 

وجود داشتن    به دست آورديم.  های غيرثابت حالت با مولفه

بازخوردمولفه ماتريس  در  غيرثابت  را  های  امكان  اين   ،

مي به  فراهم  بتوانيم  تا  كنيم    ای كنندهكنترلكند  پيدا  دست 

بهينگي،   )نظير  مختلف  عملياتي  شرايط  با  تطبيق  قابليت  كه 

مطالعه،   اين  در  باشد.  داشته   )... و  كم  نوسان  سريع،  پاسخ 

از   استفاده  با  هارمونيك  نوسانگر  پايداری  بررسي  به  فقط 

با   پرداختيم؛  حالت  فضای  مدل  و  كنترل  نظريه  ابزارهای 

های كارآمد برای حل مسائل مربوط به توجه به تنوع روش

شوند به عنوان  كه در مدل فضای حالت بيان مي  هايي سامانه

مي آينده،  مطالعات  برای  يك  پيشنهادی  محاسبه  توان 

بهينه برای نوسانگر هارمونيك )در مدل فضای    كننده كنترل

هزينه   تابع  كه  گرفت  نظر  در  را  به    ،سامانهحالت(  مشروط 

 برآورده كردن پايداری باشد. 
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